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Gołuchów 25.04 – 26.04.2014r.



DOWODY GEOMETRYCZNE

Zadanie 1

Uzasadnij, że dwusieczna kąta wewnętrznego trójkąta ABC i dwusieczna kąta zewnętrznego przy tym samym wierzchołku 
są prostopadłe. Pamiętaj, że kątem zewnętrznym trójkąta nazywamy kąt przyległy do kąta wewnętrznego.
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a  - dwusieczna kąta zewnętrznego 

b  - dwusieczna kąta wewnętrznego 

Rozwiązanie
Półproste a i b są dwusiecznymi kątów, czyli dzielą kąty na połowy. Oznaczmy miary równych kątów literami 
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Ponieważ kąt zewnętrzny i wewnętrzny są kątami przyległymi, to ich suma wynosi 180O. 
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. Stąd wynika, że dwusieczne a i b są prostopadłe 
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Zadanie 2
W trapezie ABCD przedłużenia ramion AD i BC przecięły się w punkcie E (rysunek). Uzasadnij, ze kąt AEB jest kątem prostym.
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Rozwiązanie
· Kąt DAB jest kątem przyległym do kąta 115O, czyli jego miara wynosi 65O. 

· Kąt EDC i kąt DAB są kątami odpowiadającymi, czyli mają równe miary. 

· Kąt DCE jest kątem wierzchołkowym do kąta 25O, czyli jego miara wynosi także 25O.

· Miary dwóch kątów utworzonego trójkąta DCE wynoszą zatem 65O i 25O, czyli trzeci kąt ma 90O  
       (180O – 25O – 65O = 90O).

· Stąd wynika , ze kąt AEB jest kątem prostym.

Zadanie 3

Dany jest równoległobok ABCD. Na przedłużeniu przekątnej AC wybrano punkt K taki, że długości odcinków AC i CK są równe. Uzasadnij, że pole trójkąta ACD jest równe polu trójkąta CDK.
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Rozwiązanie
Na podstawie rysunku łatwo zauważyć, że odcinek h jest wysokością trójkąta ACD opuszczoną na bok AC oraz wysokością trójkąta DCK opuszczoną na przedłużenie boku CK.

Niech
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Zadanie 4
Na podstawie rysunku uzasadnij, że trójkąt CED jest prostokątny.
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Rozwiązanie
- Ponieważ  AB 
[image: image16.wmf]CD,    AD 
[image: image17.wmf]BC, to czworokąt ABCD jest równoległobokiem, w którym miary kątów wynoszą 60O, 60O, 120O, 120O. 

- Na podstawie tego, że 
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 można stwierdzić, że trójkąt AED jest równoboczny, a trójkąt EBC jest trójkątem równoramiennym o kątach 30O, 30O, 120O. 

- Suma kątów AED, DEC oraz CEB wynosi 180O, czyli 60O+ 
[image: image19.wmf]DEC
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+30O=180O. Stąd wynika, że 
[image: image20.wmf]DEC

Ð

= 90O, czyli trójkąt CED jest prostokątny.
Zadanie 5
W trójkącie prostokątnym ABC wykonano następujące czynności:

· przedłużono przeciwprostokątną AB, 

· odłożono odcinki AD=AC oraz BE=BC. 
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Uzasadnij, że kąt DCE ma 135O.

Rozwiązanie
Wprowadźmy na rysunku dodatkowe oznaczenia wynikające z treści zadania. Ponieważ AD=AC oraz BE=BC,
 to trójkąty DAC i BEC są równoramienne – miary kątów przy podstawie są takie same.
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· Miara kąta DAC jest równa 180O - 
[image: image23.wmf]a

= 180O – 2x. 

      Stąd wynika, że 
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· Miara kąta EBC jest równa 180O - 
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= 180O – 2y. 

      Stąd wynika, że 
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=2y.

· W trójkącie ABC suma kątów ostrych wynosi 90O, czyli 
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= 90O. Zatem prawdziwa jest także równość 2x + 2y = 90O. Po obustronnym podzieleniu przez 2 otrzymujemy, że x + y = 45O.

· Miara kąta DCE = x + y + 90O = 45O + 90O = 135O
Zadanie 6
Boki równoległoboku ABCD są równe a i b (a>b).
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Uzasadnij, że długości odcinków, na które dwusieczna kąta ostrego równoległoboku podzieli bok o długości a wynoszą b oraz a – b. 

Rozwiązanie
Wprowadzamy na rysunku dodatkowe oznaczenia 
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· Z własności dwusiecznej kąta ostrego wynika, że miary kątów DAE i BAE są równe ( na rysunku oznaczone 
jako
[image: image33.wmf]b

).
· Kąty BAE =
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oraz AED = 
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są naprzemianległe, czyli 
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. Z  tego wynika, że trójkąt AED jest 
równoramienny ( kąty przy podstawie są jednakowej miary ). Stąd dalej AD = DE = b.
· Odcinek EC = DC – DE = a – b 

Zadanie 7
Półproste AM i BM są dwusiecznymi dwóch kątów trójkąta ABC. Udowodnij, że trójkąt ten jest równoramienny.
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Rozwiązanie
· Kąt AMB przyległy do kąta 2x ma miarę 180O – 2x.

· Kąt MAB ma miarę 180O – (180O – 2x + x) = x

· Skoro półproste AM i BM są dwusiecznymi kątów trójkąta, to kąty CAM, BAM, ABM i BCM mają miarę x.

· Przy boku AB trójkąta kąty mają jednakowe miary 2x, czyli trójkąt ABC jest równoramienny.
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Zadanie 8

Punkt E jest środkiem boku AB równoległoboku ABCD. Punkt ten połączono z wierzchołkiem C. Uzasadnij, że  pole trójkąta EBC jest trzy razy mniejsze od pola czworokąta AECD.

Rozwiązanie

Należy uzasadnić, że 
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Bok EB trójkąta EBC ma długość 
[image: image39.wmf]x

, a wysokość trójkąta EBC poprowadzona z wierzchołka C na bok EB ma długość 
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. Zatem
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Czworokąt AECD jest trapezem. Przyjmujemy, że długość boku AE trapezu AECD wynosi 
[image: image42.wmf]x

, długość boku CD wynosi 
[image: image43.wmf]x

2

, a wysokość trapezu 
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. Zatem
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Zatem
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Zadanie 9

Kąt zewnętrzny trójkąta jest to każdy kąt przyległy do kąta wewnętrznego tego trójkąta (rysunek poniżej). Wykaż, że suma miar wszystkich kątów zewnętrznych trójkąta jest równa 720°.


Rozwiązanie
Niech α, β, γ oznaczają miary kątów wewnętrznych trójkąta, czyli  α + β + γ = 180°. Kąty zewnętrzne do kolejnych kątów wewnętrznych trójkąta mają odpowiednio miary: 180° - α, 180° – β, 180° - γ, przy czym każdemu kątowi wewnętrznemu odpowiadają dwa kąty zewnętrzne.

Suma miar wszystkich kątów zewnętrznych jest zatem równa:

2(180° - α + 180° – β + 180° - γ) = 2(540° - (  α + β + γ )) = 2(540° - 180°) = 720°

Zadanie 10

Czworokąty ABCD i APQR są kwadratami (patrz rysunek). Udowodnij, że BP = DR .
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Rozwiązanie
Udowodnię, że trójkąty ARD i APB są przystające.

Cecha bkb

1. 
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Jeśli trójkąty są przystające, to mają odpowiednie boki równej długości, czyli 
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Zadanie 11

Na boku BC trójkąta ABC wybrano punkt D tak, by 
[image: image57.wmf]<

CAD = 
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ABC . Odcinek AE jest dwusieczną kąta DAB. 
Udowodnij, że AC = CE .
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Rozwiązanie

Niech 
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Wykażę, że kąty przy podstawie w trójkącie AEC (
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) są równe. Wtedy boki AC i CE będą równej długości jako ramiona trójkąta równoramiennego.
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Trójkąt AEC jest trójkątem równoramiennym, czyli AC = CE c.n.d.
Zadanie 12

Uzasadnij , że oba kąty przy podstawie AB trójkąta ABC są równe .
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Rozwiązanie
Z własności kątów przyległych 
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Z twierdzenia o sumie katów w trójkącie, mamy:
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Zatem 
[image: image73.wmf]ABC

CAB

Ð

=

Ð

, czyli kąty przy podstawie AB trójkąta ABC są równe.

Zadanie 13
Uzasadnij, że w trapezie prostokątnym różnica kwadratów podstaw jest równa różnicy kwadratów przekątnych.
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Teza: a2 – b2 = f2 – e2

Rozwiązanie

Z tw. Pitagorasa:
x2 + a2 = f2
x2 = f2 - a2 


Z tw. Pitagorasa:

x2 + b2 = e2
x2 = e2 - b2 

Zatem

 f2 - a2 = e2 - b2




        f2 - e2 = a2 - b2
Zadanie 14

Trzy proste przecinają się w sposób przedstawiony na rysunku , tworząc trójkąt ABC. Uzasadnij, że trójkąt ABC jest równoramienny.

                                 
[image: image75.emf]
Rozwiązanie
Kąt C w trójkącie ma 650,  ponieważ 1800 - 1150 = 650 - wynika z własności kątów przyległych.
Kąt B w trójkącie   ma 500 , ponieważ 1800- 1300=500- wynika z własności kątów przyległych.   
Kąt A w trójkącie ma 650, ponieważ 1800- 650-500= 650- wynika z sumy katów w trójkącie. 
Kąt C i kąt A w trójkącie maja równe, to z własności trójkątów wskazuje, że trójkąt ABC jest równoramienny 
o równych ramionach AB i CB.

PODZIELNOŚĆ LICZB
Zadanie 1
Przyjmijmy, że k oznacza liczbę całkowitą. 

Udowodnij, że suma czterech kolejnych liczb nieparzystych następujących po liczbie 2k jest podzielna przez 8.

Rozwiązanie
Kolejne liczby nieparzyste następujące po liczbie 2k mają postać: 2k+1, 2k+3, 2k+5, 2k+7.  

Ich suma wynosi 2k+1+2k+3+2k+5+2k+7= 8k+16=8(k+2). 

Jeden z czynników wynosi 8, a więc wyrażenie jest podzielne przez 8.
Zadanie 2

Suma cyfr liczby dwucyfrowej jest podzielna przez 3. Wykaż, że ta liczba dwucyfrowa jest podzielna przez 3.

Rozwiązanie
cyfra jedności

– 
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cyfra dziesiątek

– 
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Zadanie 3

Wykaż, że suma liczby parzystej i nieparzystej jest liczbą nieparzystą.

Rozwiązanie
n- dowolna liczba naturalna

2n – liczba parzysta, czyli taka która dzieli się przez 2

2n + 1 – liczba nieparzysta

2n + 2n + 1 – suma liczby parzystej i nieparzystej

2n + 2n + 1 = 4n + 1

4n to liczba podzielna przez 4, a zatem dzieli się też przez 2, czyli 4n jest liczbą parzystą

 4n + 1 to liczba parzysta zwiększona o 1, a zatem liczba nieparzysta

Zadanie 4

Wykaż, że suma trzech kolejnych naturalnych potęg liczby 3 jest podzielna przez 13.
Rozwiązanie
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Liczba 
[image: image85.wmf]13
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 jest wielokrotnością 13, a więc jest podzielna przez 13.

Zadanie 5
Wykaż, że jeśli w liczbie trzycyfrowej środkowa cyfra jest równa sumie skrajnych cyfr, to liczba ta jest podzielna przez 11.
Rozwiązanie
Jeśli liczba jest podzielna przez 11, to jest wielokrotnością 11.

Niech: 

a oznacza cyfrę setek

b cyfrę jedności

to ( a + b) cyfra dziesiątek

Więc liczba ma postać: 

100a + 10 (a + b) + b = 100a + 10a + 10b + b = 110a + 11b = 11( 10a + b), zatem dzieli się przez 11.

Zadanie 6
Udowodnij, że suma liczby dwucyfrowej i liczby utworzonej z tych samych cyfr, zapisanych w odwrotnej kolejności, jest podzielna przez 11.

Rozwiązanie
Jeśli liczba jest podzielna przez 11, to jest wielokrotnością 11.

Przyjmijmy, że :


-Liczba dwucyfrowa to: 10x + y

gdzie x  ϵ {1,…,9}   i   y ϵ {0,…,9}

-Liczba po przestawieniu cyfr to: 10y + x

Suma tych liczb wynosi : 

10x + y + 10y + x = 11x + 11y = 11( x + y ), zatem dzieli się przez 11.

Zadanie 7
Udowodnij, że suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3.

Rozwiązanie
Jeśli liczba jest podzielna przez 3, to jest wielokrotnością 3.

I  liczba to  a

II  liczba to b = a + 1

III  liczba to c = a + 2

a + b + c = 3k , gdzie k ϵN i k≠0 więc

a + a + 1 + a + 2 = 3a + 3 = 3(a +1) =3k.
Zadanie 8
Wykaż, że jeżeli a i b są dowolnymi liczbami oraz n jest dowolną liczbą całkowitą dodatnią, to :

anbn =(ab)n
Rozwiązanie
anbn = a*a*….*a*b*b*….*b = (ab)*(ab)*….*(ab) = (ab)n .

              n razy
             n razy


 n razy



DOWODY GEOMETRYCZNE
Zadanie 1

Punkt D leży na boku BC trójkąta równoramiennego ABC, w którym 
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. Odcinek AD dzieli trójkąt ABC na dwa trójkąty równo​ramienne w taki sposób, że 
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 (zobacz rysunek). Udowodnij, że
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Rozwiązanie I

Niech 
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. Trójkąty ABD,  ACD i  ABC są równoramienne, więc 
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oraz 
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Suma miar kątów trójkąta ACD jest równa 180˚, więc
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Z drugiej strony 
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Suma miar kątów trójkąta ABC jest równa 180˚, więc 
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Rozwiązanie II
Oznaczmy kąty 
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 i 
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 jak w poprzednim rozwiązaniu.

Ponieważ kąt ADB  jest kątem zewnętrznym trójkąta ADC, więc 
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Również kąt ADC jest kątem zewnętrznym trójkąta ABD, więc 
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, co kończy dowód.

Zadanie 2

Ramię AD trapezu ABCD (w którym 
[image: image107.wmf]||

ABCD

) przedłużono do punktu E takiego, że 
[image: image108.wmf]3
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=×

. Punkt M  leży na podstawie AB oraz 
[image: image109.wmf]4

MBAM

=×

. Odcinek ME przecina przekątną BD w punkcie P  (zobacz rysunek). 

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


 

Udowodnij, że 
[image: image111.wmf]6

BPPD

=×

.

Rozwiązanie
Niech N oznacza punkt przecięcia odcinka EM z prostą DC.




Trójkąt AME jest podobny do trójkąta DNE (kąty MAE i NDE są równe oraz kąty 
AME i DNE są równe, gdyż proste AB i DC są równoległe). Stąd 


[image: image112.wmf]AMDN
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ale 
[image: image113.wmf]3

AEAD

=×

, więc 
[image: image114.wmf]2
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Trójkąt MBP jest podobny do trójkąta NDP (kąty MBP i NDP są równe oraz kąty BMP i DNP, gdyż proste AB i DC są równoległe). Stąd 


[image: image115.wmf]BPDP
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[image: image116.wmf]4

BMAM

=×

, więc 
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To kończy dowód.

Zadanie 3
Dany jest trójkąt prostokątny. Wykaż, że suma pól kół o średnicach będących przyprostokątnymi trójkąta jest równa polu koła o średnicy równej przeciwprostokątnej. 
[image: image118.emf]
 Najpierw obliczmy pole koła o średnicy [image: image119.png]







[image: image120.png]



Odcinki [image: image121.png]


  są bokami trójkąta prostokątnego, więc    [image: image122.png]



Teraz policzmy sumę pozostałych pól 



[image: image123.png]



Zadanie 3
[image: image124.emf]
Zadanie 4

[image: image125.png]2. Dany jest tréjkat ostrokatny réwnoramienny ABC, w ktérym AC = BC. Odcinck
AD jest wysokodcia tego tréjkata. Udowodnij, 7e LACB =2 £BAD.



 [image: image126.png]Rozwiqzanie. Oznaczmy ZACB = oraz £BAC = a.
c

A B
Wedy 7 = 180° — 2a, czyli a = 1822 — 00° — 3. Stad dostajemy

zmpsafchD:mf(gnu»,):w,%,w’M:
cayli LACB = =2. LBAD.





Zadanie 5

[image: image127.png]15. Na bokach AB, BC i CA tréjkata réwnobocznego ABC leia odpowiednio punkty
D, EiF tak, e AD = BE = CF. Udowodnij, 7¢ tréjkat DEF jest réwnoboczny.
Rozwiqzanie. Poniewai: AD = BE = CF i AB = BC = CA, wige DB = EC = FA.

c

A D B

Teraz zawwaiamy, e A AD]
wynika, 7e DE = EF = FA.

ABED = ACFE (cecha praystawania BKB), skad




Zadanie 6

[image: image128.png]2. Teéikat réwnoramienny ABC, w ktérym AC = BC, rozcicto odcinkiem AD na
dwa tréjkaty réwnoramienne DAB i CAD tak, ie AB — DB oraz CD = AD.

Rozwiqzanie. Oznaczmy kat ACB litera a:
c

A B
Poniewas tréjkat CAD jest réwnoramienny, wice CAD = a. Poniewas kat ADB jest
katem zewngtrmym trdjkata CAD, wiee
4ADB = £CAD + £ACD = %a.

Tréjkat DAB jest réwnoramienny, wige £BAD = 2a. Stad wynika, ie £BAC — 3a
oraz LABC = 4BAC = 3a, bo tréjkat ABC jest réwnoramienny. Z twierdzenia o
‘sumie katéw w tréjkacie dostajemy teraz réwnanic

LBAC + LABC + LACB = 180°,

czyli 3+ 3a + a = 180°. Zatem Ta = 180°, czyli @ = 5.





Zadanie 7

[image: image129.png]3. Na przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego ABC wybrano punkty D i E
w taki sposth, by AC = AE oraz BC = BD. Udowodnij, je £DCE = 45°.
Rozwiazanie. Oznaczmy katy ostre tréjkata ABC tak jak na rysunku:
c
A

BN\
) B B
PamzmAC AE, wige LACE = LAEC = 0 90° — &. Stad wynika, ze
LBCE = §. W podobuy spossb pokazujemy, ie £ACD = §. Zatem
_goe_2_B _atp _W° s
4poE —o00 =5 2o - 2P oo -2 a5





Zadanie 8

[image: image130.png]10. Trojkat réwnoramienny ABC, w ktérym AC = BC, rozcieto odcinkiem AD na
dwa tréjkaty réwnoramienne BDA i CAD tak, ie AB = AD = CD. Udowodnij,
e LACB = 36°.

Rozwigzanie. Oznaczmy kat ACB litera a:
C

A B

Poniewas tréjkat CAD jest réwnoramienny, wiee ZCAD = a. Poniewaz kat ADB jest
Katem zewnetrzmym tréjkata CAD, wice

LADB = £CAD + LACD =2a.
Tréjkat BDA jest réwnoramienny, wice £{ABD = 2a. Wreszcie £BAC = LABC =
LABD, bo tréjkat ABC jest réwnoramienny. Z twierdzenia o sumie katéw w tréjkacie
dostajemy teraz réwnanic

4BAC + £ABC + £LACB = 180°,

czyli 2o+ 20 + a = 180°. Zatem 5o = 180°, czyli o = 36°.




Zadanie 9

[image: image131.png]7. W réwnolegloboku ABCD, w ktérym bok AB jest dwa razy dluzszy od boku BC,
polaczono érodek M boku AB z wierzchotkami C i D. Udowodnij, 7e kat CM D
jest prosty.

Rozwigzanie. Ozmaczmy kat BAD litera o Tréjkaty MDA i MCB s réwnoramienne,

bo AD = AM = MB = CB.

D, (e}

A i B
Zatem LAMD = 8% oray (BMC = BC—180"-a) _ & Stad wynika, ze

80° — o

LAMD + £BMC = 1 5 +§:90°,

czyli LCM D = 90°.




DOWODY ALGEBRAICZNE
Zadanie 1

[image: image132.emf] 
Zadanie 2
[image: image133.emf] 
Zadanie 3
[image: image134.emf] 

[image: image135.emf]
Zadanie 4
Udowodnij, że jeśli [image: image136.wmf]0
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>

 i [image: image137.wmf]0
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>

 oraz [image: image138.wmf]1
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+=

, to [image: image139.wmf]1
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Rozwiązanie I
Korzystamy z nierówności między średnią arytmetyczną i geometryczną:

[image: image140.wmf]1
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Rozwiązanie II
Z założenia mamy [image: image142.wmf]1

ba

=-

. Przekształcamy nierówność [image: image143.wmf]1
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£

 w sposób równoważny
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Ta nierówność jest prawdziwa. To kończy dowód.

Rozwiązanie III
Oznaczmy: 
[image: image147.wmf]1
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, 
[image: image148.wmf]1
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. Wówczas
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co kończy dowód.

Zadanie 5
Wykaż, że jeżeli [image: image150.png]qa > )



  i [image: image151.png]


  oraz [image: image152.png]


, to  [image: image153.png]


 lub  [image: image154.png]


.

Rozwiązanie

Wyrażenie[image: image155.png]Va? +b=_Ja+b



 podnosimy obustronnie do kwadratu, otrzymujemy   [image: image156.png]a?
+b



. Wszystkie wyrazy przenosimy na lewą stronę i rozkładamy na czynniki przez grupowanie wyrazów.
[image: image157.png](a2 —b*
)—(a—b)





[image: image158.png](a—b)a+ b)—(a—b)





[image: image159.png](a—b)la+b—1





[image: image160.png]a—b=0 lub a+b-1







Zadanie 6

Uzasadnij, że jeśli [image: image161.png]


  to  [image: image162.png]


.
Rozwiązanie
Wyrażenie podnosimy obustronnie do kwadratu i otrzymujemy:
[image: image163.png]a? +b° _ (a+ b)‘




[image: image164.png]2
+b°_a®
£ a+2:b+bZ

I-4




[image: image165.png]2a* +2b*

2ab —b*

0




[image: image166.png]2ab+b*=0





[image: image167.png]



[image: image168.png]



[image: image169.png]



co kończy dowód.

Zadanie 7
Uzasadnij, że jeżeli [image: image170.png]


  i [image: image171.png]


, to [image: image172.png]


.
Rozwiązanie
Mnożymy obustronnie równanie przez (a-c)(b-c) i otrzymujemy:
[image: image173.png]alb —c) + bla —c)

a—c)b—c)





[image: image174.png]ab — ac + ab — bc = 2ab — 2ac — 2bc + 2¢*




[image: image176.png]ac + bc = 2¢*




  

[image: image177.png]a+b=2




co kończy dowód.

Zadanie 8

Wykaż, że dla  [image: image178.png]


 zachodzi równość [image: image179.png]


.

Rozwiązanie

Należy zauważyć, że wyrażenia pod pierwiastkami są wzorami skróconego mnożenia. Równość można zapisać 
w postaci:
[image: image180.png]



Korzystając ze wzoru [image: image181.png]Ja? = lal



 , otrzymujemy:

[image: image182.png]



Opuszczając wartość bezwzględną, otrzymamy:

[image: image183.png]



1+1=2
co kończy dowód.

Zadanie 9

Wiadomo, że [image: image184.png]qa > )



 i  [image: image185.png]


. Wykaż, że [image: image186.png]


.
Rozwiązanie

Wyrażenie [image: image188.png]


 podnosimy obustronnie do kwadratu i otrzymujemy:

[image: image189.png]



[image: image190.png]



[image: image191.png]



Zatem wyrażenia są równe
co kończy dowód.

PODZIELNOŚĆ LICZB
Zadanie 1

Uzasadnij, że dla każdej liczby całkowitej [image: image192.png]


 liczba
[image: image193.png]Ko —2k% +
k2




jest podzielna przez 36.

Rozwiązanie
Zauważmy, że:

 [image: image194.png]B — 2k K2 = (B — kP2 = (k(#—l))zz (k(k = 1)(k+1))2.




Wystarczy zatem wykazać, że liczba [image: image195.png]


jest podzielna przez 6. To jest jednak oczywiste: jest to iloczyn trzech kolejnych liczb całkowitych, więc jedna z tych liczb jest podzielna przez 3, i co najmniej jedna z nich jest parzysta. Iloczyn jest więc podzielny przez 6. 

Zadanie 2

Udowodnij, że suma sześcianów trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 9.
Rozwiązanie
Oznaczmy trzy kolejne liczby naturalne jako: n; n+1; n+2
Suma sześcianów tych liczb ma postać:  

[image: image196.png]n’+@m+1)?+(n+2)?=n+n’+3n* +3n+1+n’+6n° +12n+8
3n3+9n? +15n+9=3(n+3n2 + 5n+3)





co kończy dowód.
Zadanie 3
Wykaż, że różnica kwadratów dwóch kolejnych liczb parzystych jest liczbą podzielną przez 4.
Rozwiązanie
Oznaczmy dwie kolejne liczby parzyste jako: 2n  i  2n+2.

Różnica kwadratów tych liczb ma postać
[image: image197.png](2n+ 2)2— (2n)




co kończy dowód.
Zadanie 4
[image: image198.emf]
Rozwiązanie
Oznaczmy liczbę   [image: image199.png]k=7x+2




[image: image200.png]147x* 4+ 84x + 12

(21x*+12x+ 1) +5





co kończy dowód.

Zadanie 5
Wykaż, że iloczyn trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 dzieli się przez 81.
Rozwiązanie
Wprowadźmy oznaczenia trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3: 3n, 3n+3, 3n+6

Iloczyn tych liczb można zapisać w postaci: 
[image: image201.png]3n-(3n+3)-(3n+6)=3n-3(n+1)-3(n+2) =27n(n+ 1)(n+ 2)




Wynik jest podzielny przez 27 i [image: image203.png]nn+ 1)(n+2)



. Wyrażenie jest iloczynem trzech kolejnych liczb naturalnych, czyli jedna z nich jest podzielna przez 3.

Zatem całe wyrażenie jest podzielne przez 81.

co kończy dowód.

Zadanie 6

Wykaż, że liczba 6100 - 2 ∙ 699 + 10 ∙ 698 jest podzielna przez 17
Rozwiązanie

 6100 - 2 ∙ 699 + 10 ∙ 698 = 698 (62-2 ∙ 61 + 10) = 698 (36-12+10) = 698 ∙ 34 = 698 ∙ 2 ∙ 17 - liczba jest podzielna przez 17, ponieważ jest jej wielokrotnością

Zadanie 7

Wykaż, że liczba 3n+2 - 2n+2 +3n - 2n jest wielokrotnością liczby 10.

Rozwiązanie

 3n+2 - 2n+2 +3n - 2n  = 3n ∙ 32 -2n ∙ 22 +3n - 2n = 3n (32 + 1) - 2n (22 + 1) = 3n ∙ 10 - 2n ∙ 5 = 

3n ∙ 10 - 2n-1 ∙ 2 ∙ 5= 3n ∙ 10 - 2n-1 ∙ 10 = 10 (3n - 2n-1)    gdzie (3n - 2n-1)  € N cnd

RÓŻNE
Zadanie 1
Wykaż, że liczba [image: image204.png]


  jest liczbą całkowitą.
Rozwiązanie
[image: image205.png]V3-2v2—V2=2-2V2+1- V2=
=V(V2-12-V2=|V2-1|-V2=
1 -V2= 1.





Wykaż, że prawdziwa jest nierówność
[image: image206.wmf]26
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Rozwiązanie I
Dla dowodu przekształcimy w sposób równoważny tezę. 

Ponieważ obie strony danej nierówności 
[image: image207.wmf]26
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 są dodatnie, możemy je podnieść do kwadratu. Otrzymujemy kolejno:
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[image: image209.wmf]5050505052
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[image: image210.wmf](
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[image: image212.wmf]10050
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Obie strony tej nierówności są także dodatnie, więc podnosząc je do kwadratu otrzymujemy

[image: image213.wmf]100100

212.

-<


Otrzymana nierówność jest oczywiście prawdziwa, a zatem dana w zadaniu nierówność jest również prawdziwa, co kończy dowód.

Rozwiązanie II
Oznaczmy 
[image: image216.png]a=y250 41



[image: image214.wmf]5050
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 QUOTE  
 Zauważmy, że dla dowolnych liczb a, b, takich, że 
[image: image217.wmf],

ab
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  mamy 
[image: image218.wmf](
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[image: image221.png]
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 QUOTE  
. Wobec tego 
[image: image222.wmf](
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[image: image224.png]


 QUOTE  
Stąd  
[image: image227.png]a+b <252 =22



[image: image225.wmf]5226
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 QUOTE  
, co kończy dowód.

Zadanie 2
Wykaż, że stosunek objętości stożka do objętości kuli wpisanej w ten stożek jest równy stosunkowi pola powierzchni całkowitej stożka do pola powierzchni kuli.

Rozwiązanie:

	[image: image228.png]q



 rys.1
[image: image229.png]x\i«»



rys.2


	Oznaczenia:

r- promień podstawy stożka

R – promień kuli

h- wysokość stożka

l – tworząca stożka




Teza:[image: image231.png]



Rozwiązanie:
Oznaczamy kąt ABC = 2α . Trójkąt ABC jest równoramienny zatem kąt ABC = kąt BAC

Boki AB i BC są to styczne do okręgu. Z twierdzenia o dwóch stycznych poprowadzonych do okręgu z danego punktu zewnętrznego, wiemy, że odcinki wyznaczone przez ten punkt i 

odpowiednie punkty styczności są równe. 

Zatem DB = BE, a trójkąty DBO i BEO są prostokątne i przystające.

Kąt DBO = kąt EBO = [image: image233.png]



Z trójkąta DBO: [image: image235.png]


 czyli [image: image237.png]tga ==



 , przekształcając uzyskujemy [image: image239.png]r-tga=R



, [image: image241.png]tga




Z trójkąta DBC: [image: image243.png]


 czyli [image: image245.png]tg2a



, przekształcając uzyskujemy [image: image247.png]r-tg2a=nh



, wówczas [image: image249.png]


 czyli [image: image251.png]Rtg2a
tga




Z trójkąta DBC: [image: image253.png]cos2a



 czyli [image: image255.png]cos2a



, przekształcając uzyskujemy [image: image257.png]tga
I



 czyli [image: image259.png]R

costatga




Wtedy objętość stożka

 [image: image261.png]1 1 Rtg2a _ 1 R Rtg2a 1 tg2a
~mr2h =~ ( )2 3 . =-nR*%
3" \tga tga 3 tg

a tga 3 tgla




Wtedy objętość kuli:  [image: image263.png]



Zatem [image: image265.png]1 _p3tgla

Vs _ 37" tg3a _ tg2a 1 sin2a cosa 1

Ve | TRE atgla @2 4tg?a cosza sina | 4tgPa
Cosa

2sinecosa cosa 1

1 cos2at1 _
cos2a sinae  4tgla cos2a atg?a  cos2a





Pole całkowite stożka: [image: image267.png]R TR R-cos2a R
Po=ar(r+0)= + = + =
tga \tga ' cos2atga)  tga \cos2atga ' cos2atga.

mR? (cosza+l nR? (cosza+]) mR? ( 1 )

tga \cosza-tga!  tgla \ cosza tala cos2a




Pole całkowite kuli: [image: image269.png]P,

47rR?
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Zatem [image: image273.png]
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